Chapter 1

Parcours de Graphe

Contenus Capacités attendues Commentaires
Arbres : structures hiérarchiques. Identifier des situations nécessitant | On fait le lien avec la rubrique '
Arbres binaires : nceuds, racines, une structure de données « algorithmique ».
feuilles, sous-arbres gauches, sous- | arborescente.
arbres droits. Evaluer quelques mesures des

arbres binaires (taille,
encadrement de la hauteur, etc.).

Algorithmes sur les graphes. Parcourir un graphe en profondeur | Le parcours d’un labyrinthe et
d’abord, en largeur d’abord. le routage dans internet sont
Repérer la présence d’un cycle des exemples d’algorithme sur
dans un graphe. les graphes.
Chercher un chemin dans un L’'exemple des graphes permet
graphe. d’illustrer I’ utilisation des

classes en programmation.

Un parcours de graphe est un ordre d’énumération de ses sommets. Ce parcours est un algo-
rithme consistant a explorer les sommets de proche en proche a partir d’un sommet initial. Le type
de parcours étudié ici consiste donc & explorer le graphe en passant par tous les sommets
: ¢’est un parcours dit hamiltonien.

On peut concevoir cet examen comme une promenade le long des arcs ou arétes au cours de
laquelle on visite les sommets. Le plus souvent, un parcours de graphe est un outil pour étudier
une propriété globale du graphe, par exemple sa connexité.

1.1 Principe et algorithme général

Le parcours d’un graphe est une liste de tous ses sommets :
e Le premier élément est un sommet de départ choisi arbitrairement.
e Chaque sommet du graphe est visité une seule fois exactement.
e Chaque sommet, sauf le départ, est adjacent & au moins un sommet déja visité.

Nous utiliserons le principe qui consiste a marquer les sommets au fur et a mesure de la visite
du graphe. On commence par marquer le sommet initial s. Puis, tant qu’il existe un arc (x,y)
non exploré avec x marqué et y non marqué, on marque y . A la fin de algorithme, les sommets
marqués sont les descendants de s.

Il existe deux principales stratégies de parcours pour un graphe:

e Parcours en largeur d’abord Il consiste a explorer les sommets du graphe niveau par
niveau, a partir d’'un sommet donné. On explore donc tous les sommets successeurs d’un
sommet avant de descendre plus loin dans le graphe.



Lycée Carnot

e Parcours en profondeur d’abord Il ressemble au parcours d’un labyrinthe. Il consiste, a
partir d’un sommet donné, & suivre un chemin le plus loin possible, puis & faire des retours
en arriere pour reprendre tous les chemins ignorés précédemment. Une version itérative et
récursive seront données.

Les arétes/arcs sont choisies arbitrairement, il faut s’attendre & des visites dans des ordres
différents !

Nous utiliserons le graphe 4 et le graphe 0 pour illustrer chaque parcours.
& ®
- ,

Graphe 4 orienté Graphe 0 non orienté

1.1.1 Algorithme : premiere approche

Méthode Voici une écriture en pseudo-code qui permet de formaliser les parcours en largeur
d’abord et en profondeur d’abord avec un seul algorithme :

Algorithme 1 : Fonction Parcours

Données : Graphe G et sommet sg
Résultat : None, on affiche les sommets
1 ajouter sg a a_traiter
2 ajouter sg a deja_vu
3 tant que a_traiter # J: faire

4 sortir s de a_traiter
5 pour chaque voisin t de s faire
6 sit ¢ deja_vu alors
7 ajouter t a a_traiter
8 ajouter t a deja_vu
9 fin
10 fin
11 fin

Mise en oeuvre : pile ou file 7 La différence fondamentale entre le parcours en largeur et le
parcours en profondeur provient de la facon de gérer cette liste d’attente :

e le parcours en largeur utilise une file d’attente,
e le parcours en profondeur utilise une pile.

Le type de la variable a_traiter va déterminer si ce parcours est en largeur (file) ou en profondeur
(pile). De fagon pratique, la structure de données a_traiter est une liste “d’attente” dans laquelle
tous les sommets seront stockés.

Les classes Pile et File déja écrites cette année pourront étre réutilisées.
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1.1.2 Parcours en profondeur : méthode récursive

Comme nous ’avons vu dans le chapitre récursivité, Python gere la pile des appels récursifs et on
peut réécrire l'algorithme pour le parcours en profondeur. Cette approche n’est donc valable que
pour le parcours en profondeur.

Algorithme 2 : Fonction parcours

1 ajouter s a deja_vu

2 traiter s

3 pour chaque voisin t de s faire
4 sit ¢ deja_vu alors

5 | parcours(s)

6 fin

7 fin

1.2 Implémentation : parcours en largeur d’abord

Méthode: Le parcours en largeur d’un graphe consiste a explorer les sommets du graphe niveau
par niveau, a partir d’'un sommet donné. Pour implémenter I'algorithme, une file est nécessaire
pour y stocker les sommets successifs du sommet en cours de traitement (prévisite).

Entrée: On dispose d'un graphe G = (S, A) et un sommet s de G.

Sortie: On se contente ici d'un affichage mais la plupart du temps un tableau des peres de
chaque sommet est indispensable. On peut également obtenir les distances entre s et chaque
sommet de G en ajoutant une variable. On obtient un arbre couvrant si G est connexe.

Exercice : Implémentation possible Cette implémentation présente plusieurs erreurs : corrigez-
les.

def bfs(G:dict, s)
a_traiter = []
deja_vu = []
a_traiter.enfiler(s0)
deja_vu.append(s0)
while a_traiter :
s = a_traiter.defiler()
for v in G[s]
if t not in deja_vu :
a_traiter.enfiler[t]
deja_vu.append(t)

Exemple 1 Pour les graphes 4 et 0, a partir du sommet A, préciser un parcours en largeur.

1.3 Implémentation : parcours en profondeur d’abord

Méthode:Le parcours en profondeur consiste, & partir d’'un sommet donné, a aller le plus loin
possible. Quand ce n’est pas possible, on revient en arriere et on essaie de parcourir en profondeur
en prenant un sommet qui n’a pas encore été visité.

1.3.1 Méthode itérative

Pour implémenter I'algorithme, une pile est nécessaire pour y stocker les sommets successifs du
sommet en cours de traitement (prévisite).

Entrée: On dispose d'un graphe G = (S, A) et un sommet s de G.

Sortie: Tableau des peres.

Sur le graphe précédent, un parcours en profondeur possible est 1-2-4-5-7-8-6-3
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def dfs(G:dict, sO)
a_traiter = Pile()
deja_vu = []
a_traiter.enpiler(s0)
deja_vu.append(s0)
while not a_traiter_est_vide()
s = a_traiter.depiler()
for v in G[s]
if t not in deja_vu :
a_traiter.enfiler(t)
deja_vu.append(t)

Exemple Pour les graphes 4 et , & partir du sommet A, préciser un parcours en largeur. (Voir

N

1.3.2 Méthode récursive

Le parcours en profondeur s’implémente naturellement de fagon récursive.

Implémentation possible

deja_vu = []
def dfs_rec(s, G):
deja_vu.append(s)
for t in G[s]:
if t not in deja_vu:
#couleur[v] = 'gris'
dfs_rec(t, @
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1.3.3 Complément

Comparaison des deux algorithmes Les deux algorithmes itératifs cote a cote pour les com-

parer :

def dfs(G:dict, s0)
a_traiter = File()
deja_vu = []
a_traiter.enpiler(s0)
deja_vu.append(s0)
while not a_traiter_est_vide()
s = a_traiter.depiler()
for v in G[s]
if t not in deja_vu :
a_traiter.enfiler(t)
deja_vu.append(t)

def dfs(G:dict, s0)

a_traiter = Pile()
deja_vu = []
a_traiter.empiler(s0)
deja_vu.append(s0)
while not a_traiter_est_vide :
s = a_traiter.depiler()
for v in G[s]
if t not in deja_vu :
a_traiter.empiler(t)
deja_vu.append(t)

Connexité Tous les sommets ne sont pas forcément atteignables & partir du sommet origine, on
dit que le graphe n’est pas connexe. Il faudrait donc appeler notre procédure tant que tous les
sommets ne sont pas visités.

Coloriage On peut utiliser des couleurs pour visualiser le parcours :

e La liste d’attente L stocke les sommets en cours d’analyse (on visite leurs descendants).

e Blanc a l'initialisation, les sommets sont colorés en gris a leur entrée et en noir des leur sortie
de cette liste.

e Les sorties et entrées de cette liste dépendent donc du type de parcours, observer en particulier
les lignes 4, 7 et 10. La liste se comporte soit comme une file, soit comme une pile.

e Deux couleurs suffisent pour effectuer le parcours, voire méme un seul ensemble ou
sont mémorisés les sommets visités, on pourra dans ce cas utiliser un type set. Cepen-
dant 'utilisation de trois couleurs permet de bien comprendre le parcours et fournit plus
d’informations qui seront utiles ensuite, par exemple pour la détection d’un cycle.

Aha !
Voila la
|) sortie!

Figure 1.2: Illustration David RevoyxLicence CC-BY 4.0
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1.4 Exercices/TP

Exercice 1

<

—» D
—_ F
1. Donnez la matrice d’adjacence et le liste de successeurs pour ce graphe.

2. A chaque étape, recopier le graphe, colorier les sommets et indiquer:

e L[’état de la pile pour un parcours en profondeur. Donner ce parcours.

e [’état de la file pour un parcours en largeur. Donner ce parcours.

Exercice 2
1. Implementer les trois algorithmes du cours.

2. En utilisant la classe Pile File programmée au chapitre type abstrait de donnée, réécrire
les algorithmes itératifs.

3. Vérifier les parcours obtenus.

Exercice 3 On donne une classe Graphe.
1. Implémentez le graphe suivant a I'aide de cette classe.

2. Ecrivez une méthode creer_arete.

Figure 1.3: Graphe 0

3. Donnez les parcours en largeur et en profondeur pour ce graphe et vérifiez votre proposition
a I’aide de votre code, adapté pour cette classe Graphe.

Note sur le type python set : Dans cette classe, les sommets adjacents (sortants) sont
stockés dans un set. On crée un set vide avec l'instruction set ().

On ne peut pas accéder a un élément avec [] mais il peut-étre parcouru : c¢’est un itérable. Un
type set ignore les doublons. Les méthodes add et pop permettent respectivement d’ajouter ou
supprimer un élément.

>>> v = set()
>>> v = {1, 3, 2, 5, 3}
{1, 3, 2, 5}

>>> v.add(8)
{1, 3, 2, 5, 8}
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class Graphe():

nmmnn

Le graphe est représneté par un dictitonanire d'adjacence

mmnn

def

def

def

def

def

def

__init__(self):
self.adj = {}

ajouter_sommet (self, s):

mimnn

L'ensemble des voisins du sommet s sont dans un 'set'
nmnn

if s not in self.adj:
self.adjls] = set()

ajouter_arc(self, sl, s2):
self.ajouter_sommet(s1)
self.ajouter_sommet (s2)
self.adj[s1].add(s2)

arc(self, s1, s2):

nnn

renvoie True si un arc existe entre sl et s2
nmnn

return s2 in self.adjl[s1]

sommets (self):
return list(self.adj)

voisins(self, s):

nmiumnn

renvoie la liste des wotsins de s
nimnn

return self.adj[s]

Exercice 4 Nous avons vu que tous les sommets ne sont pas nécessairement atteignables a partir
du sommet choisi. Programmer une fonction parcours_complet(G) permettant de parcourir tout
le graphe G dans ce cas.

Exercice 5 On représente un labyrinthe sous la forme d’une grille: Le déplacement est autorisé
de case en case aux 4 points cardinaux. Les frontieres du labyrinthe et les obstacles en trait plein
noir. L’objectif est d’aller de 'entrée E a la sortie S en empruntant le moins de case possible.

1. Modélisez ce labyrinthe par un graphe.

2. Quel algorithme peut trouver une chaine permettant d’atteindre la sortie le plus vite ?

3. Appliquez I'algorithme et donnez la chaine obtenue.
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Exercice 6 On représente un graphe G par une liste de successeur. Donnez un parcours en
profondeur possible en précisant les différents états de la pile et 'arborescence obtenue.

.

g O wm
LIIrlrl'rl'rJ
SHp

o

Exercice Meéme exercice a partir de la matrice d’adjacence et du point A pour déterminer
s’il est connexe.

OO == C
o oo C —~
OO oo = O
—o o oo g
OHOGOM

Exercice Dans cet exercice, on modélise un groupe de personnes a ’aide d’'un graphe. Le
groupe est constitué de huit personnes (Anas, Emma, Gabriel, Jade, Lou, Milo, Nina et Yanis) qui
possedent entre elles les relations suivantes :

e Gabriel est ami avec Jade, Yanis, Nina et Milo ;

e Jade est amie avec Gabriel, Yanis, Emma et Lou ;

e Yanis est ami avec Gabriel, Jade, Emma, Nina, Milo et Anas ;
e Emma est amie avec Jade, Yanis et Nina ;

e Nina est amie avec Gabriel, Yanis et Emma ;

e Milo est ami avec Gabriel, Yanis et Anas ;

e Anas est ami avec Yanis et Milo ;

e Lou est amie avec Jade.
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Partie A : Matrice d’adjacence On choisit de représenter cette situation par un graphe
dont les sommets sont les personnes et les arétes représentent les liens d’amitié.

1. Dessiner sur votre copie ce graphe en représentant chaque personne par la premiere lettre de
son prénom entourée d’un cercle et ou un lien d’amitié est représenté par un trait entre deux
personnes.

Une matrice d’adjacence est un tableau a deux entrées dans lequel on trouve en lignes et
en colonnes les sommets du graphe. Un lien d’amitié sera représenté par la valeur 1 a
Iintersection de la ligne et de la colonne qui représentent les deux amis alors que 1’absence
de lien d’amitié sera représentée par un 0.

2. Recopier et compléter 'implémentation de la déclaration de la matrice d’adjacence du graphe.
On dispose de la liste suivante qui identifie les sommets du graphe :

#sommets = [IG!’ IJ!’ IY!, IEI, INI’ IMI’ IAI’ ILI]}
matrice_adj = [[0, 1, 1, O, 1, 1, O, O], # G

Lo 1, #J
[ 1, #7Y
Lot 1, # E
P 1, # N
Lo 1, # M
Lo ], # 4
[ 11 # L

On dispose d’une fonction position(l, s) qui prend en parametres une liste de sommets 1
et un nom de sommet s et qui renvoie la position du sommet s dans la liste 1 s’il est présent
et None sinon.

3. Indiquer quel seront les retours de I’exécution des instructions suivantes :

>>> position(sommets, 'G')
>>> position(sommets, 'Z')

4. Recopier et compléter le code de la fonction nb_amis (L, m, s) qui prend en parametres une
liste de noms de sommets L, une matrice d’adjacence m d’un graphe et un nom de sommet s
et qui renvoie le nombre d’amis du sommet s s’il est présent dans L. et None sinon.

def nb_amis(L, m, s):

pos_s = ...

if pos_s == None:
return ...

amis = 0

for i in range(len(m)):
amis += ...

return ...

Indiquer quel est le retour de I’exécution de la commande suivante :

>>> nb_amis(sommets, matrice_adj, ’G’)

5. Dans un dictionnaire Python ¢ : v, indiquer ce que représentent c et v. On appelle graphe
le dictionnaire de listes d’adjacence associé au graphe des amis. On rappelle que Gabriel est
ami avec Jade, Yanis, Nina et Milo.

graphe - {IGI : [lJv’ IY', IN', IM'],
N
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6. Recopier et compléter le dictionnaire de listes d’adjacence graphe sur votre copie pour qu’il
modélise completement le groupe d’amis.

7. Ecrire le code de la fonction nb_amis(d, s) qui prend en parametres un dictionnaire d’adjacence
d et un nom de sommet s et qui renvoie le nombre d’amis du nom de sommet s. On suppose
que s est bien dans d. Par exemple :

>>> nb_amis(graphe, 'L')
1

Milo s’est faché avec Gabriel et Yanis tandis qu’Anas s’est faché avec Yanis. Le dictionnaire
d’adjacence du graphe qui modélise cette nouvelle situation est donné ci-dessous :

graphe = {'G' : ['J', 'N'],
J' s ['6', 'Y', 'E', 'L'],
'Y o: ['J, 'E', 'N'D,
'E' s ['J, 'Y, N,
‘Nt G, 'Y, 'E'],
Mo [
IAI : [l
Lo [
}

)

]
‘1,
]

Pour établir la liste du cercle d’amis d’un sommet, on utilise un parcours en profondeur du
graphe a partir de ce sommet. On appelle cercle d’amis de Nom toute personne atteignable
dans le graphe a partir de Nom.

8. Donner la liste du cercle d’amis de Lou. Un algorithme possible de parcours en profondeur
de graphe est donné ci-dessous :

visités = liste vide des sommets déja visités

fonction parcours_en_profondeur(d, s)
ajouter s & la liste visités
pour tous les sommets voisins v de s
si v n'est pas dans la liste visités
parcours_en_profondeur(d, v)

retourner la liste visités

9. Recopier et compléter le code de la fonction parcours_en_profondeur(d, s) qui prend en
parametres un dictionnaire d’adjacence d et un sommet s et qui renvoie la liste des sommets
issue du parcours en profondeur du graphe modélisé par d a partir du sommet s.

def parcours_en_profondeur(d, s, visites = []):

for v in d[s]:

parcours_en_profondeur(d, v)

Parcours de graphes

Page 10



@/NONH«@ M@/WGN\v@ M@/MONU@ ﬂ/ﬂ@l\v«@ W/HQNH«@
U 1% o S ISy
o] /@\@ /@\@ /@\@ /@\@

d @/N@ W/MON«@ W/MON«@ ﬂ/w\v@ Wﬂ@
LRy Ky LR [ 1
of /@\@\ /@\@ /@\@\ /@\@\




@—=O

_/e\

o

o
_

MWJOI\«@ ﬂﬂmm@
A%

//,% @AM@@

A

L
W«NM/\\W.@MNMM@




Lycée Carnot
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